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Betrouwbaarheidsinterval

Als je na het uitvoeren van de bootstrap-simulatie uit hoofdstuk 1A op de 95%-knop (links onderste laag)
drukt, dan geeft de app het blauwe gebied rondom 288 aan, waar 95% van die gemiddelden terecht kwam
bij deze simulatie van 13541 virtuele bootstrap-steekproeven. Zie het plaatje hieronder.

Eris dus 5% kans dat door toeval het gemiddelde van zo'n bootstrap-steekproef in het rode gebied terecht

komt. We noemen het blauwe interval rond de 288 het 95%-bootstrap-betrouwbaarhei
onze (in het echt) waargenomen steekproef van 25 Amsterdammers.

Afkorting: 95%-B-BTL. Hier loopt het 95%-B-BTI van ongeveer 165 tot 430 seconden.
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Hier volgt een bewering die we in hoofdstuk 1C experimenteel gaan bewijzen:

Het blijkt dat er nu ongeveer 95% kans is dat het gemiddelde van de populatie van alle Amsterdammers
tussen deze twee waarden ligt. Dus bij 5% van alle mogelijke steekproeven uit deze populatie ligt het reele
populatie-gemiddelde niet in het B-BTL.

Het B-BTI is dus de verzameling van

alle nog acceptabele waarden in onze schatting van het populatiegemiddelde
op grond van onze door toeval samengestelde steekproef.

Dat betekent dus:
©Omdat het 95%-B-BTI gemaakt is op grond van een steekproef, is er 5% kans dat het
gemiddelde van de populatie niet in het B- BTI ligt. De steekproef kan immers een beetje
ongelukkig getrokken zijn.

N.B.: dit is waar op voorwaarde dat onze oorspronkelijke steekproef netjes aselect was!

DIt gaan we in hoofdstuk 1C aannemelijk maken door experimenten met de simulatie-app uit te voeren.

ClO[C}
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In de bootstrap-procedure simuleren we steeds een nieuwe steekproef, uitgaande van de éne
waargenomen steekproef uit een populatie.

Dat is dan telkens een steekproef mét teruglegging uit de verzameling waargenomen waarden die de
corspronkelijke steekproef heeft opgeleverd. Zo wordt wat toeval toegevoegd. Dat doen we omdat onze
uitgangs-steekproef nu eenmaal enigszins door toeval is bepaald.

Het 95%-bootstrap-betrouwbaarheidsinterval is het gebiedje dat deze vele simulaties opleverden rondom
het gemiddelde van de in het echt uitgevoerde steekproef. We doen de uitspraak "dat er ongeveer 95%
kans is dat dit gebiedje het werkelijke populatie-gemiddelde omvat".

Met een app gaan we controleren dat deze "bootstrap"-methode inderdaad een betrouwbaarheidsinterval
oplevert waarvoor die uitspraak waar is.

Stap 1.

We maken een zelf-bedachte populatie.

Stap 2:

We laten een groot aantal keren een aselecte steekproef nemen.

Stap 3:

Bij elke steekproef laten we met de bootstrap-procedure het bijbehorende B-BTI berekenen (via 3000
bootstraps). Dat levert bij elke steekproef een ander 95%-B-BTI op.

Stap 4:

Laat zien dat ongeveer 95% van deze B-BTI's het gemiddelde van de oorspronkelijke populatie omvat.
Stap 5:

Doe stappen 1-4 voor een stel verschillende soorten zelfbedachte populaties.

in het gras. Je gooit heel vaak zo'n hoefijzer (dat is een steekproef met
bijbehorend B-BTI), en het paaltje is de werkelijke waarde van het populatie-
gemiddelde.

Als het hoefijzer rondom het paaltje blijft liggen (RAAK) dan zit het werkelijke
Ppopulatie-gemiddelde IN het B-BTI. In 95% van de keren dat je gooit (dus een §
steekproef trekt en een bijbehorend B-BTI genereert) is het RAAK.

We zijn tevreden met de bootstrap-procedure als inderdaad:
ongeveer 95% van die B-BTI's het populatie-gemiddelde blijkt te bevatten.

Dat gaan we hieronder controleren.
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Gebruik de app "Het bootstrap principe”.
Maak zelf een al dan niet rare eigen populatie verdeling met de muis.

Druk één keer op het enkele blauwe pijltje.

» .. ..., Danzieje dat er én steekproef getrokken wordt uit de moederpopulatie. Het
® gemiddelde wordt met een groen driehoekje aangegeven. Dit is dus het enige wat je
+1000 weet bij een echte steekproef! Je hebt dan geen idee over hoe de moederpopulatie

er uitziet.
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Druk nu nog één keer op het enkele pijitje.
Dan zie je hoe 3000 keer een bootstrap-steekproef uit die éne vastliggende steekproef wordt genomen en
hoe de gemiddelden een verdeling opbouwen in de middelste laag. In de onderste laag zie je het
bijbehorende 95%-B-BTI (horizontaal streepje). Je ziet ook of het populatiegemiddelde (beige driehoekje)
binnen of buiten dat interval ligt.
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Het BTL van de eerste steekproef
bevat het populatie-gemiddelde.

Aan de dikkere cirkeltjes in de oorspronkelijke steekproef kun je zien welke waarden meer dan een keer
gekozen zijn. Het was immers een steekproef mét teruglegging.

Doe dit nog een keer (enkel pijltje). Dat levert weer een B-BTL
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Je hebt nu twee B-BTI's gesimuleerd; in dit geval hebben beide B-BTI's het ware populatiegemiddelde te
pakken.

Druk nu op het dubbele pijltje. Dan zie je telkens opnieuw een B-BTI geleverd worden in de onderste laag,
en of dat B-BTI het populatiegemiddelde bevat of niet. Het komt soms voor dat het B-BTI NIET het

populatiegemiddelde bevat. Dat B-BTI is dan rood gekleurd. In ons voorbeeld was dat het geval bij de 310°
simulatie.

Druk je op het driedubbele pijltje en/of de "1000" dan gaat het snel.
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Rechts onder kun je zien hoeveel procent van de geleverde B-BTI's netjes het populatiegemiddelde
bevatten.

Als dat redelijk in de buurt van de 95% is dan zijn we tevreden.

In het voorbeeld is dat ruim 92%.

20 kun je heel veel verschillende populaties bekijken met steekproeven met heel veel verschillende
omvang, en telkens controleren of ongeveer het juiste percentage "treffers” van het populatiegemiddelde
optreedt. En dat blijkt zo te zijn, behalve als de populatie enkele rare uitschieters vertoont, of als de
steekproef heel erg klein is.

Probeer het ook zelf maar eens met een eigen rare populatieverdeling, of met een nette normale verdeling.
Dat doen we in opgave 4 uit hoofdstuk 1D.

N.B.
Voor het gemak zullen we in het vervolg het woord "Betrouwbaarheidsinterval® gaan gebruiken (BTI) in de
gevallen waar eigenlijk gesproeken moet worden over "Bootstrap-Betrouwbaarheidsinterval”.
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Opdracht 1. Bootstrap.

- wat doet de bootstrap-app precies als je uit de waargenomen steekproef een bootstrap-steekproef
laat trekken?

- wat wordt in de onderste Iaag precies geturfd al je heel veel bootstrap-steekproeven laat nemen?

Opdracht 2. Klopt de Vn-wet?

- controleer in het voorbeeld dat in hoofdstuk 14 is besproken of de vn-wet ongeveer geldig is.
De 5D van de oorspronklijke steekproef ias 416,02 en da SO van da verdeling van de bootstrap-gemiddalden s 82,45,

Opdracht 3. Betrouwbaarheidsinterval.
- hoe bepaal je met de app het 95%-B-BTI?

- waaraan moet de waargenomen steekproef in elk geval voldoen om deze bootstrap-methode te
kunnen toepassen?

Kijk nog eens naar dit plaatje uit hoofdstuk 1C en gebruik dat

de beantwoording van de volgende twee vragen.
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- vul in: bij 5% van de aselecte steekproeven die je uit de popula
95%-8-BTI dat het populatie-gemiddelde wel/niet bevat.

kunt nemen hoort een

- vul in: er is dus 5% kans dat je terecht/ten onrechte de uitspraak doet dat je gevonden
95%-B-BTI het populatie-gemiddelde wel/niet bevat

Kijk nog eens aan het eind van hoofdstuk 18 en gebruik dat bij de beantwoording van de vraag.

- omschrijf het B-BTI als de verzameling van alle





image15.png
Opdracht 4. Experimenteel bewijs dat ongeveer 95% van alle mogelijke aselecte steskproeven
een 95%-B-BTI oplevert dat het werkelijke populatie-gemiddelde bevat.

- z0rg dat je de 5 stappen van het bewijs kunt opschrijven zonder spieken

- voer het bewijs nog eens uit met deze app ("Het bootstrap principe”)
met een zelfbedachte populatie die er normaal uitziet.

- voer het bewijs nog eens uit met deze app
met een zelfbedachte populatie die er uniform

- voer het bewijs nog eens uit met deze app
met een zelfbedachte populatie die er V-vormig uitziet.

- voer het bewijs nog eens uit met deze app
met een zelfbedachte populatie en een hele Kieine steekproefomvang,

000
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Steekproef

Je hebt een steekproef genomen uit een nog onbekende
populatie. Je weet dus niets over de populatie.

Omdat het in principe een aselecte steekproef is,

zit er een zekere mate van toeval deze
steekproef verscholen.

We gaan met een simulatie onderzoeken hoe we dat
toeval in de greep kunnen krijgen.
Die simulatie heet "de bootstrap simulatie".

Hier kun je lezen waar dat woord "bootstrap" vandaan
komt.

Stel eens dat je van een groep van 25 mensen, die aselect uit Amsterdam gekozen
zijn, de lengte van hun laatste telefoongesprek hebt kunnen registreren.

We gebruiken de app "Bootstrap voor enkelvoudig gemiddelde".

Door middel van kiikken op de drie kleine horizontale streepjes, rechts bovenaan, kun
je de dataset "phonecal.json” kiezen (uit de Voorbeelden).

Dan zie je het gegevensbestand van deze 25 mensen.

Resampling

— o Corspronkeie stsekproet

252 %0 640 60 80
50 0 328 217 1585

Bt

'\ A

Ik beschouw deze 25 getallen als een aselecte steekproef uit de denkbeeldige verzameling van alle
tijdsduren die Amsterdammers over hun telefoongesprekken doen. Ik weet niet hoe die verdeling van al
die eindeloos vele tijdsduren eruit ziet. Ook de gemiddelde tijdsduur weet ik niet. Maar ik kan wel een
schatting doen, op basis van deze steekproef: het gemiddelde is ongeveer 288 seconden!

Je zult begrijpen dat die schatting heel erg afhankelijk is van hoe onze steekproef toevallig is uitgevallen.
Om toch iets zinnigs te kunnen zeggen, gaan we onderzoeken hoe de variabiliteit van die schatting er uit
ziet.
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Bootstrap: nieuwe steekproeven met "wat toeval toegevoegd™

De bootstrap-manier om de invioed van het toeval mee te wegen in mijn schatting, gaat als volgt:

- druk één keer op het enkele blauwe pijltje in de middelste laag.

Je ziet dan dat er uit de waargenomen steekproef van 25 getallen aselect één getal wordt gekozen, en in
de middelste laag neergezet.

- druk nog eens op dat blauwe pijltje, en er wordt opnieuw een aselecte keuze gemaakt uit de hele club
van 25 getallen; dus inclusief het al eerder gekozen getal! Dat heet "aselect kiezen mét teruglegging”.

- herhaal dit tot je op deze manier 25 getallen aselect hebt gekozen. Je ziet aan de dikkere ringen dat
sommige getallen méér dan één keer gekozen kunnen worden. Op deze manier is een nieuwe steekproef
getrokken waar de inloed van het toeval in is verwerkt. Het gemiddelde van die nieuwe steekproef wordt in
de onderste laag als een blauw rondje neergezet.
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- herhaal deze procedure (die telkens nieuwe steekproeven maakt met een beetje toeval erbij)
dat doe je met de dubbele of driedubbele pijltjes, of met de 1000-knop

20 je krijgt een hele verdeling van bootstrap-steekproefgemiddelden.

Je ziet dat die de gebruikelijke kiokvorm vertoont rondom de eerste schatting van 288 seconden.
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Etymology.

The word “bootstrap" comes from an old story about a hero - Baron Munchausen - who is riding around on his horse in a forest and
suddenly gets stuck in a swamp. He screams for help but there is no one around who hears his voice! Luckily our hero does not give up and
gets a great idea: “what if | just pull myself out of this swamp?". He grabs the straps of his boots and pulls himself loose. Fantastic - he just

invented bootstrapping

Early 19th century US; attested 1834.

In original use, often used to refer to pulling oneself over a fence, and implying that someone is attempting or has
cleimed some Iudicrously far-fetched or impossible task.

Presumably a variant on a traditional tall tale, as elaborated below. The shift in sense to a possible task appears to
have developed in the early 20th century, and the use of the phrase to mean B0a ludicrous taskOD continued
into the 1920s.

Widely attributed to The Surprising Adventures of Baron Munchausen, (1781) by Rudolf Erich Raspe, where the
eponymous Baron pulls himself out of a swamp by his hair (specifically, his pigtail), though not by his bootstraps;
misattribution dates to US, 1901.

The Adventures is primarily a collection of traditional (centuries-old) tall tales; using bootstraps presumably arose as
a variant on the same tall tale, or independently.
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